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HOGSKOLAN I SKOVDE Tentamen 1 matematik

Kurs: MAO1XG Envariabelanalys, 10 hp, Tentamen omfattar 6 hp
Tentamensdag: 2026-03-20
Hjdlpmedel : Inga hjdlpmedel utover bifogat formelblad. Ej rdknedosa.

Tentamen bedéms med betyg 5, 4, 3 eller U (underkénd), utifran i hur hég grad inlamnade
l6sningar visar pa uppfyllnad av kursmalen.

Limna fullstindiga l6sningar till alla uppgifter, om inte annat anges. Skriv inte
mer dn en uppgift pa varje blad.

Med ett analytiskt uttryck menar vi ett uttryck som anvinder de fyra rdknesétten, po-
tenser, kvadratrotter, exponentialfunktioner, logaritmer, trigonometriska funktioner, t.ex.
22~ +1n €. Numeriska virden kan, om inget annat séigs, anges som forenklade analy-
tiska uttryck dar faktorer som 7 och e kan inga utover "rena siffror”, t.ex. % + 5e3sin (7/7).
Sista sidorna bestar av en formelsamling med bland annat derivator och primitiva funk-
tioner (obestémda integraler) till nagra standardfunktioner.

Foljande kursmal bedéms pa denna tentamen
e beskriva betydelse av och egenskaper hos begrepp som derivata och integral,
e koppla ihop fysiska modeller med en matematisk beskrivning inom kursens omrade,
e visa forstaelse for och korrekt anvinda matematisk terminologi inom kursens omrade,

e ta till sig, presentera och diskutera matematiska och logiska resonemang pa ett

begripligt sdtt med ldmplig terminologi och stringens,
e anvinda algebraiska och analytiska egenskaper och metoder inom kursens omrade.
e analytiskt utveckla integraler och l6sa differentialekvationer av vissa slag,

e virdera giltigheten hos matematiska resonemang och matematiska modeller.

Betygskriterier: For godkint betyg, 3 kriavs att studenten i tentamen har visat malupp-
fyllelse pa ett nojaktigt sétt. I detta ingar att anvinda och forklara principer relaterade till
kursmalen pa ett i dvervigande felfritt och begripligt satt. kunna losa problem relaterade
till kursmalen av rimlig svarighets- och komplexitetsgrad med viss sikerhet och utan storre
fel, och kommunicera matematiska resonemang och berdkningar pa ett tillrackligt tydligt
och forstaeligt sitt enligt vedertagna former.

For hogre betyg 4 och 5 ska i okande grad studenten visa god forstaelse av principer, stor
sidkerhet och endast smérre fel vid anvindandet av dem och vid problemlésning, kunna ta
sig an problem av storre komplexitet, och kommunicera med god tydlighet och stil.
Kvantitivt bedoms var och en av de sju avdelningarna med upp till 6 podng. For betyg 3

krdvs minst 21 poéng totalt, for betyg 4 28 poédng och for betyg 5 35 poéng.



1. Vilka av foljande pastaenden ar sanna respektive falska? Du kan svara sant,
falskt eller pass och behover inte skriva nagon motivering. Pass ger 0 poéng,
annars ger réitt svar ger +1 poéng och felaktigt svar —1. Hela uppgiften kan

aldrig ge negativt poéng.

(a) Om f &r en funktion som &dr deriverbar i varje punkt pa det 6ppna inter-
vallet |0, 1] sa finns det alltid ett tal @ € ]0, 1[ sa att f(a) < f(x) for varje
tal z € ]0,1[, dvs det finns en punkt i intervallet ddr f tar sitt minimala

varde.

(b) Om f &r en funktion som &r deriverbar i varje punkt pa det slutna inter-
vallet [0, 1] sa finns det alltid ett tal a € [0, 1] sa att f(a) < f(z) for varje
tal z € [0,1], dvs det finns en punkt i intervallet dir f tar sitt minimala

vérde.
(c) Om g(z) = sin(z?) sa &r ¢'(z) = cos(z?).

(d) ‘/1 sin(kz*) dx
1

gralen.)

< 2 oavsett virde pa k. (Du behdver inte berdkna inte-

() Oxgl F'(z) = f(z) och G'(z) = g(z) pa intervallet [a,b] sa giller att
/(f(r)+g( ) dz = F(5) + G(b) ~ Fla) - Gla).
Oam F'(z) = f(z) och G'(z) = g(z) pa intervallet [a,b] sa giller att
[ rtais = FoGE) - Fa@.
2. For vart och ett av foljande fall, bestim om funktionen f(x) tar ett storsta

virde respektive ett minsta virde pa intervallet [0, 1], och i sa fall for vilket

eller vilka virden pa x dessa max och/eller min antas.

(a) f(z)=(a? = 1)*
(b) f(z) = z(z® - 1)*

sin 3z

3 Lét f(z) = for =20,

(a) Bestdm ett uttryck for f'(z).
(b) Har f(z) ett gransvirde da z — 07 Vad &r i sa fall detta gransvirde?

(¢) Har f'(z) ett gransvirde da x — 07 Vad &r i sa fall detta griansvirde?

(fortsétter nésta sida)



4. (a) Lat f vara en styckvis konstant funktion dar
f(z) =(=1/2)" om x € [n,n + 1[ for varje heltal n.

Vad ar vérdet av integralen

/:f(;r)d:r?

(b) For samma funktion f, &r den generaliserade integralen

/Ooof(as)d:c

konvergent eller divergent? Om konvergent, vad ar dess virde?

(¢c) Ar den generaliserade integralen

1
1
/0 T dx
konvergent? Vad é&r i sa fall vérdet av integralen?

5. En vattentank fylls pa till volym V med ett vattenflode

beroende av tiden ¢, dér
f(z) = 42? (1 - 2?),

med start vid ¢ = 0 och stopp vid t = T, (x = 1). Parametrarna ¢ och T é&r

det maximala vattenflodet, respektive hur lang tid fyllandet pagar.

l y=f(z

| \

(a) Uttryck den pafyllda volymen efter att pafyllningen dr klar som en inte-

gral.

(b) Utveckla integralen som ett uttryck i 7" och c.
(Variabelbytet ¢ = Tz kan underlétta.)

(c) Bestdm virdet pa parametern c sa att det fylls 16 kubikmeter om pafyllnadstiden

T ar fem minuter. Anvéind lamplig enhet.

(fortsétter nésta sida)



6. (a) Bestdm en losning till differentialekvationen

d
d—z—4xy=8$

som uppfyller begynnelsevillkoret y = yo = 0 da = = 0.

(b) Bestdm en losning y = f(z) till differentialekvationen

dy_ 2 o —r
L P+ +e)

som uppfyller begynnelsevillkoret f(0) = 1.
7. (a) Bestdm den allménna lsningen till differentialekvationen

y'+ 10y +9y =0

2

. d 1 d
dér y' = 22 och 3" = 7.

(b) Bestdm en losning y = y(z) till differentialekvationen
1" / —4x
Yy + 10y + 9y = 30e

som uppfyller begynnelsevillkoren y(0) = 0 och 3'(0) = —2.

Lycka till! /SK&KT



Formelsamling Matematik

Trigonometriska identiteter

sin(a 4 B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B) sin(o — B) = sin(o) cos(B) — cos(at) sin(B)
cos(o+B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(p) cos(o— B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B)
sin(a) +sin(B) = 2sin(%g)cos(°‘—"ﬂ) sin(a) —sin(B) = 2sin(°‘T_B)cos(%E)
cos(a) +cos(B) = 2cos(%E) cos(%2) cos(a) — cos(B) = —2sin( %52) sin(242)
sin(a) sin(B) = 1 (cos(a —B) —cos(ct + B)) cos(a) cos(B) = 1 (cos(a—PB) +cos(a+ B))
sin(a) cos(B) = 4 (sin(at — B) + sin(ct + B))

sin(2a) = 2sin(a) cos(a) cos(2a) = (cos(a))? — (sin(a))? = 2(cos(a))? — 1 = 1 —2(sin(®))?
(cos(§))? = -5 (sin(§))? = 15

Standardgriinsvirden

lim\_,im(l + - ) =e limyca(l+£) =¢ limy e x% = |

limy e & = -0 (a>1) limy o XPe™® =0 (q>0)  limy s U o (¢>0)
lim,_,q+ x”(ln(x))" =0 (p>0) limyye? m, =0 (m heltal)

limy_o S0 = | lime 0Tl =In(a) (a>0) limey 2 =

Binomialsatsen

n
(a+b) = ):( ; )b=( ; )+( : )an—lb+...+( ; )b++( ; )bn
k=0

Elementiira deriveringsregler

L (0 +800) = £/ +8 () L (ef ) =ef () 2 (F()80) = F)8' () + ()
d (F@)Y _ e - fe () B i ity
(&) 2 4 £ = 758
Elementiira integreringsregler
b vb b b b
| @ +stx= [ / g(x)dx | eftdx=c [ r(d
[ 108 =gl [ 1w [ e wan= [ fwde w=g)

For dessa regler finns naturligtvis ocksa varianter for obestdmda integraler. Eventuella forutsittningar maste
naturligtvis vara uppfyllda.



Elementiira derivator och integraler

0w [ s
x4 gt =1 tCloma# 1)
.'; i} ln x| +C
et e e'+C
In|x| % xInjx| —x+C
sin(x) cos(x) —cos(x)+C
cos(x) —sin(x) sin(x) +C
tan(x) W =1+ (tan(x))> —In|cos(x)|+C
arcsin(x) \/Tl_z xarcsin(x) + V1 —x2+C

=X
arccos(x) \/;—17 xarccos(x) — V1 —x2+C
=X
arctan(x) ﬁ; xarctan(x) — % In(14+x?)+C
a* a‘In(a) m}-ﬂa“ +C
1 xIn(x}—
logd (x) xIn{a) ; Trf?a) -
e Larctan(%) +C
\/ﬁ arcsin +C
. ; In|x+va+x*|+C
a-lf-x
o ](_‘))2 tan(x) +C
(sin(x))2 —cot(x)+C
Taylors formel
i I a (2) (n)
=@+ LD ey 1 DD g LD oyt )

dir Ry 1(x) dr resttermen av ordning (n+1) som till exempel kan uppskattas med I(Tlg?) (x —a)""! dir & 4r ndgot
tal mellan a och x (vanlligtvis vet man inte exakt vilket tal § &r).

Potensserieutvecklingar

Funktion Serieutveckling Konvergensintervall
(1+x) l+ax+“("*') 2+"("“‘3)(‘“2’x3+... —l<x<]1

e Lbale o A 00 < x < 00
In(1+x) x—%+~;—§+ (= sz';{ _1<x<

sin(x) x—y 5— ;—-1— A=1)" 2n:—l)"" —00 < X < 00

cos(x) 1—7,-+§r g—+ (—1)"(';:;!... —o0 < x < o0
arctan(x) x—*—;——i-%s (=1 "2::) -1<x<1

Geometrisk summa och serie

n 5 3 l—x’”l
Eaxk=a+ax+ax +axr’+...a =a 1 (omx # 1)
k=0 -
ax=atax+a’+ax’* +... = 4 (om [x| < 1)
1
k=0 i



