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HOGSKOLAN I SKOVDE Tentamen i matematik

MA303G Linjir algebra II

Tentamensdag: 2024-11-22 kl 8.30-12.30

Hjilpmedel : Inga hjilpmedel utéver hogskolans rdknedosa.

Tentamen beddms med betyg Vil godkénd (VG), Godkdnd (G) eller Underkénd (U), utifran hur vl

inlimnade 16sningar visar pa uppfyllda kursméal. Varje avdelning kan ge upp till 6 poéing, for godként

betyg krivs minst 20 poing pa 1-5, for vil godként betyg minst 30 poéng totalt.

Limna fullstindiga l18sningar till alla uppgifter, om inte annat anges. Skriv inte mer &n en

uppgift pa varje blad.

1. (Bas och basbyte)

Lat B = (bl,bg,bg), dar b1 = (
1
och C = (c1,cq,c3), déireg = | 1

2

2
Latv=1]0
0

(Alla dessa vektorer &r uttryckta i koordinater med avseende pé standardbasen f6r R3))

(a) Avgdr om B #r en bas for R3. Om B &r en bas, bestim koordinaterna med avseende pa B fér

vektorn v, i annat fall motivera varfér B inte &r en bas.

(b) Avgor om C &r en bas for R3. Om C #r en bas, bestdm koordinaterna med avseende pa C for

vektorn v, i annat fall motivera varfér C inte &r en bas.
. (Bas och linjir avbildning i olika baser)
Lat E = (e1,es). vara en ON-bas for planet och F' = (f1, fp) dér

fi = le; +2e3, f5=2e;+ 3ey

en annan bas.

Lat T vara en linjir avbildning sadan att
T(fl) = —f1, T(fg) = f; + 2f5.

(a) Bestam koordinatvektorerna (e;)r och (ez)r for e;, ey med avseende pé basen F'.

(b) Ange matrisen (T)£ for avbildningen T med avseende pa basen F' (dvs med F-koordinater
for bade x och T(x)).

(c) Bestdm matrisen (T)g fér avbildningen T med avseende pa basen E.



3. (Determinant)

(a) Anta att A och B &r tvéd kvadratiska matriser dér
det A=2 och detB=—1.

Bestim fsljande virden, om majligt, annars motivera varfér informationen inte ricker till for

att bestimma determinanten:
det(AB), det(A_lBQ), det(A + B).

(b) Bestdm, som ett uttryck i &, virdet av determinanten av matrisen

2 0 0 &k

1100
C:

0 011

01 20

och bestim for vilka viarden pa k som C #r inverterbar eller inte.
4. (Egenvirden och egenvektorer)

x
(a) For en 2 x 2-matris P giller att P < ) ger koordinaterna for den ortogonala projektionen
Yy

av en punkt (z,y) pa linjen z — 2y = 0 (se figur). Vad har P for egenvérden, och vilka &r de
motsvarande egenvektorerna? (3p)

(z,1) \
v i

x-’2y=0 | i‘

(b) Bestidm alla egenvirden och motsvarande egenvektorer till matrisen

-2 2
A= <—12 8)' (3p)

5. (Egenvirden, egenvektorer och diagonalisering)

0 1 -1 1
Matrisen B= | 1 0 —1 | har en egenvektor v= | 1
-1 -1 2 1

(a) Vilket egenviirde tillhor egenvektorn v? (1p)
(b) Bestdm matrisens évriga egenvérden (hur manga egenvérden har den totalt?) och respektive
egenvektorer (egenrum). (3p)

(c) Bestdm, om mdojligt, en diagonal matris D och en inverterbar matris P sa att

B=PDP'.  (2p)




6. Krévs inte for betyg G, riknas in for VG.

Utga fran uppgift 1, fallet dér de angivna vektorerna bildar en bas, kalla denna bas D = (dy, d2, d3).
(D #r alltsd antingen B eller C.) Lat E = ([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]) vara standardbasen for R3.
Antag att

F:R®— RS

#r en linjir avbildning sadan att
F(d;) =3d;, F(d3)=2d,, F(d3)=ds,
dvs D #r en bas bestdende av egenvektorer till avbildningen F.
D
(a) Bestdm avbildningsmatrisen (F)E for F fran D-koordinater (for v) till E-koordinater (for
E
(b) Bestédm avbildningsmatrisen (F)D for F fran E-koordinater till D-koordinater.

E
(c) Bestdm avbildningsmatrisen <F)E for F fran F-koordinater till E-koordinater.

7. Krdivs inte for betyg G, rdknas in for VG.

Matrisen

o © = O
o o o ~
= o O O
o = O O

har 1 och —1 som egenvirden.

For varje egenvirde A bildar alla tillhdrande egenvektorer, tillsammans med nollvektorn, egenrum-
met F till detta egenvirde. Till varje sidant egenrum kan man vilja en bas av linjért oberoende

egenvektorer som spanner egenrummet. Ett egenrum kan ha dimension ett eller hogre.

(a) Bestdm en bas for respektive egenrum till matrisen Q.

(b) Ar matrisen ) diagonaliserbar? Bestdm i sd fall en matris S och en diagonal matris D sa att
g=PpF7"

(c) Géar det att vilja P som en orlogonal matris, dvs sa att PT = P71 (transponatet fungerar

som invers)? I s fall, om inte P fran ovan redan &r ortogonal, hur skulle P istéllet se ut da?

Lycka till! /SK&YA



Notation fér koordinater och matriser for avbildningar.

Rekommenderad notation beskrivs hir, med hinvisningar till notation i den kurslitteratur som

anvinds eller har anvints.

Standardbas for R?. Med standardbasen for R™ menar vi (ey,...,e,) dir e; har 1 som k:te

komponent, och 0 som &vriga komponenter.

Koordinatvektor for en vektor med avseende pd en bas. Om F = (fi,...,f,) 4r en bas
for ett vektorrum V s& betecknar (v) g koordinatvektorn (en vektor i R™ som en n x 1-matris) for
v med avseende pa basen F', dvs (fl fn) (v)r = v. (I Lemurell skrivs koordinatvektorn

for v som vg, i Andersson Vg, i Mansson&Nordbeck ingen sérskild notation.)

Matris for linjir avbildning. Om g:V — W #r en linjédr avbildning, B en bas fér vektor-

B
rummet V och C en bas for vektorrummet W, si betecknar (g) matrisen med avseende pa
C

(51)5 = (), (v),

B
Om V = W och B = C kan vi kortare skriva (g)B for (g) g

(Lemurell (n#ir B = C) noterar Ap, i Andersson Ap ¢, ddr sammanhanget ger vilken avbildning

dessa. baser for avbildningen g, dvs

matrisen giller, I Mansson&Nordbeck ingen sérskild notation.)

Basbytesmatris. En basbytesmatris frin B-koordinater till C-koordinater (B och C baser
B

for samma rum) kan skrivas (B)C eller (id)c

(I Lemurell betecknas basbytesmatriser som Ag, p eller Ap_,¢, 1 Andersson oftast som P, i

Mansson&Nordbeck som S, dér sammanhanget ger mellan vilka baser den byter koordinater.)

Determinant
a1l a2 ... G1n
a1 @22 --- a2.n L Sy @
det A= . =ai1,1 det Alyl—al,gAl,g—F- . -+(—1)n+1a1,nA1,n = E (*I)H_JCL,;J det Ai,j
. i
an1 Gpn2 --- Qnn

dir A; ; dr matrisen som fas fran A genom att stryka rad i och kolonn j.

Diagonalisering

Om kolonnerna i P #r egenvektorer till A sa &r
AP =PD

dér D dr en diagonalmatris.



