HOGSKOLAN I SKOVDE Tentamen 1 matematik

Kurs: MA0O1XG Envariabelanalys, 10 hp, Tentamen omfattar 6 hp
Tentamensdag: 2026-08-18

Hjdlpmedel : Inga hjalpmedel utéver bifogat formelblad. Ej rdknedosa.

Tentamen bedoms med betyg 5, 4, 3 eller U (underkédnd), utifran i hur hog grad inlamnade
l6sningar visar pa uppfyllnad av kursmaélen.

Lamna fullstédndiga vdl motiverade losningar till alla uppgifter, om inte annat
anges. Skriv inte mer dn en uppgift pa varje blad.

Med ett analytiskt uttryck menar vi ett uttryck som anvinder de fyra rdknesdtten, po-
tenser, kvadratrotter, exponentialfunktioner, logaritmer, trigonometriska funktioner, t.ex.
z%e™™ +1n €%, Numeriska virden kan, om inget annat ségs, anges som forenklade analy-
tiska uttryck dir konstanter som 7 och e kan ingé utéver "rena siffror”, t.ex. % + 5edsin (7/7).

Sista sidorna bestar av en formelsamling med bland annat derivator och primitiva funk-
tioner (obestdmda integraler) till nadgra standardfunktioner.

Foljande kursmal bedéms pa denna tentamen

o beskriva betydelse av och egenskaper hos begrepp som derivata och integral,
o koppla ihop fysiska modeller med en matematisk beskrivning inom kursens omrade,

o visa forstaelse for och korrekt anvinda matematisk terminologi inom kursens omra-

de,

o ta till sig, presentera och diskutera matematiska och logiska resonemang pa ett
begripligt satt med lamplig terminologi och stringens,

o anvianda algebraiska och analytiska egenskaper och metoder inom kursens omrade,
o analytiskt utveckla integraler och l6sa differentialekvationer av vissa slag,

o virdera giltigheten hos matematiska resonemang och matematiska modeller.

Betygskriterier: For godkant betyg, 8 kravs att studenten i tentamen har visat malupp-
fyllelse pa ett nojaktigt sitt. I detta ingdr att anvinda och forklara principer relaterade till
kursmalen pa ett i 6vervagande felfritt och begripligt satt, kunna 16sa problem relaterade
till kursmalen av rimlig svarighets- och komplexitetsgrad med viss sdkerhet och utan storre
fel, och kommunicera matematiska resonemang och berdkningar pa ett tillrackligt tydligt
och forstaeligt satt enligt vedertagna former.

Fér hogre betyg 4 och 5 ska i 6kande grad studenten visa god forstaelse av principer, stor
sidkerhet och endast smérre fel vid anvindandet av dem och vid problemlésning, kunna ta
sig an problem av storre komplexitet, och kommunicera med god tydlighet och stil.

Var och en av de sju avdelningarna kvantitativt, baserat pa kriterierna, med upp till 6
poiang. For betyg 3 kravs minst 21 poang totalt, for betyg 4: 28 podng och for betyg 5: 35
poang.



. Vilka av foljande pastaenden ar sanna respektive falska? Du kan svara sant, falskt
eller pass och behéver inte skriva ndgon motivering. (Tank dock efter varfor det
ar generellt sant, eller om du kan hitta ett motexempel.) Pass ger 0 poéng, annars
ger ratt svar +1 poiang och felaktigt svar —1 poédng. Hela uppgiften kan aldrig
ge negativ poang.

(a) Om f ar kontinuerlig pa intervallet 0, 1[, s& antar f bade ett storsta och
ett minsta virde pé 0, 1].

(b) Om f &r deriverbar pé intervallet |0,1[ och f'(z) > 0 for alla z €0, 1], sa
ar f strangt vaxande pa |0, 1[.

(c) Om g(z) = 2sin®(4z) + 2 cos?(4z), s& ar ¢'(z) = 0.

(d) \
/ cos*(z%) dz| < 5
-2
(Du behéver inte berdkna integralen.)
(e) Om det for en funktion f : R — R giller att Er_n f(z) = —oo och

11141_1 f(z) = +o00 s& har ekvationen f(z) =0 minst en 16sning.
L—+00

(f) Det stammer att

b b
/ F(@)g(z)dz = F(b)d(b) - [(a)g (@) - / f(2)d'() d.

. Bestdm om funktionen f antar ett storsta viarde respektive ett minsta viarde pa
intervallet [0,2]. Om sddana virden finns, ange ocksa for vilket eller vilka varden
pa x de antas. Motivera val.

(a)
flz) = z(2 - z)%.
(b) .
fla)= e (a® - 2)°
Lat
flz) = /lz —ln(l :- a) dt och g(z) = oo 224_ - %3:3
for x # 0.

(a) Bestam ett uttryck for f'(z).
(b) Har f’(z) ett gransvarde da x — 07 Vad ér i sa fall detta gransvarde?

(c¢) Har g(z) ett gransvarde d& z — 0?7 Vad ar i sa fall detta gransvirde?



4. (a) Lat f vara en styckvis konstant funktion dar

om z € [n,n + 1[ for varje heltal n > 0.
Vad ar virdet av integralen

/: f(z)dx?

(b) For samma funktion f, dr den generaliserade integralen

/OOO f(z)dz

konvergent eller divergent? Om den ar konvergent, vad ar dess varde?

(c) Ar den generaliserade integralen

= 1
/ dzx
2 zlnzx

konvergent? Vad ér i s fall vardet av integralen?

5. En behéllare toms pa vatska. Volymen V' i behallaren antas minska enligt

av

rka —cf(t/T),

dar

med start vid ¢ = 0 och stopp vid ¢ = T'. Parametrarna ¢ och T ar en flodespa-
rameter respektive den tid témningen pagar.

(a) Uttryck den totala volym som téms ur behéllaren under tidsintervallet
0 <t < T som en integral.

(b) Utveckla integralen till ett uttryck i ¢ och T'.

(c) Bestdm védrdet pa parametern c sa att 12 kubikmeter téms ut om téomnings-
tiden &r T = 6 minuter. Anvéind lamplig enhet.

6. (a) Bestam en losning y = f(z) till differentialekvationen

dy_' 2
dx—.v(y +1)

som uppfyller begynnelsevillkoret f(0) = 0.

(b) Bestdm en losning till differentialekvationen

d
d—Z—me=4:r

som uppfyller begynnelsevillkoret y = 1 da z = 0.

4



7. (a) Bestdm den allménna lésningen till differentialekvationen
y" + 6y + 5y =0,

dar p P
1 _y " — _y_
Y= Gea ¥ =@

(b) Bestam en losning y = y(z) till differentialekvationen
y// + 6yl +5y = —3e¢~ 2

som uppfyller begynnelsevillkoren

y(0)=0, ¥(0)=3.

Lycka till! /SK&KT



Formelsamling Matematik

Trigonometriska identiteter

sin(a + B) = sin(a) cos(p) +cos(a) sin(P) sin(a — B) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(P)
cos(o + P) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) cos(a — B) = cos(a) cos(PB) + sin(ct) sin()
sin(a) +sin(B) = ZSin(%B)cos(%i) sin(a) —sin(B) = 25in(aﬁ )cos(OH'B)
cos(et) + cos(B) = 2cos(%5E) cos(%5E) cos(at) — cos(B) = —2sin(%;2) sin(4:E)
sin(a) sin(B) = 3 (cos(o — B) —cos(c + B)) cos(a) cos(B) = 1 (cos(a— B) + cos(at+ B))
sin(et) cos(B) = §(sin(ow — B) +sin(ct + B))
sin(20t) = 2sin(a) cos(o) cos(2a) = (cos(a))? — (sin(ax))? = 2(cos(a))? — 1 = 1 —2(sin(ax))?
(cos($))? = =7 (sin(§))? = =5
Standardgréansvirden

limysse(l+ 1) =€ limy—yse(l+ L) = ¢ limy oo x7 = 1

iMoo ;—Z =0 (a>1) lim_,_,.,,x”e =0 (g>0) lim e O“Lﬂ =0 (¢g>0)

lim, ,o+ xP(In(x))4 =0 (p>0) limy e m, =0 (m heltal)

limy o 31 — | lime,0 Tt =1In(a) (a>0) limy,o 2 =
Binomialsatsen

n
@ror=3 (7 )att= (5 )a (] )ators(f )ttt (0 )
k=0

Elementiira deriveringsregler

L (@ +8) = F W)+ () 2 (ef W) =ef () 2 (F(0)809) = FIE () + £ (2)a)
d (&) _ £~ fW)g ) d o
2 (L) - L 9 Fleto) = £ (80N
Elementiira integreringsregler
b b b b b
| r+eends= [ s+ [ gtods | esez=c [ fxax
b b b b)
| 10 W= [£xe@~ [ £ ()gx)ax [ rewg@ar= " fwdn w=gt0)
a a a g(a)

For dessa regler finns naturligtvis ocksd varianter for obestimda integraler. Eventuella forutséttningar maste
naturligtvis vara uppfyllda.



Elementiira derivator och integraler

k=0

ORI [ f(x)dx
i, t
x ax’ ! Cr+Cloma#—1)
ry i)‘ In IXI + C
s e e&+C
In|x| % xln|x| —x+C
sin(x) cos(x) —cos(x)+C
cos(x) —sin(x) sin(x) +C
tan(x) m =1+ (tan(x))> ~—In|cos(x)|+C
arcsin(x) 1' . xarcsin(x) + vV1—-x2+C
—x
arccos(x) \/;'—2 xarccos(x) — V1 —x2+C
—x
arctan(x) xarctan(x) — § In(1+x?) +C
a a*In(a) ln(a)a" +C
logﬂ(x) :Inl(a) tl?n(ta)_X
m Larctan(%) +C
\/ﬁ arcsin 7 +C
as—x
1
1 v I +C
\/a?rxz tnl“:—;_+z+x |+
cos(v)? Al
_T(sm(lx)) —cot(x) +C
Taylors formel
(2) (n)
. a a a
0 =f@+ Ly Z D L@ aprig o
ddr Ry 1(x) ér resttermen av ordning (n+1) som till exempel kan uppskattas med f (g)( —a)"*! dar & dr nagot
tal mellan a och x (vanlligtvis vet man inte exakt vilket tal & ér).
Potensserieutvecklingar
Funktion Serieutveckling Konvergensintervall
(1+x)° 1+ax-|-"(a l)x2+a(a l)a A3 +... -1<x<1
& 1+x+2.+33.+ —w<x < oo
ntl
In(1 +x) x—§-+‘;—‘%+.. kS ”"" ~l<x<]l
. nt 1
sin(x) x—3—é+§—3—§—+ (= 1)” 2"2n+'1), —o < x < o
cos(x) -5 +% ’g—-l- (= 1)"‘1(2”),... —eo < x <o
arctan(x) x-— % %5 +...(-1)" f:ﬂ -1<x<1
Geometrisk summa och serie
n 1-— +1
Za)/‘=a+ax+ax2+ax3+...m"=a i (omx # 1)
k=0 &
Zaxk=a+ax+ax2+a.x3+...=la (om [x| < 1)
—X



